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t
Using steady-state diﬀusion equation analysis ignoring the nucleation at the substrate spatial dimension d ≥ 3,
the average monomer capture number σav was found to be σav = (d−2)Ωdrd−20 /(1+V) in submonolayer growth
of point islands, where Ωd is the area of the d-dimentional unit sphere, r0 is the radius of the point island and
V is the scaled variance on the volume of the capture zone. If the variance is negligible compared to 1, this
expression coincides with the capture number σ∗d := (d − 2)Ωdrd−20 that reproduces the result of KMC. As
R → ∞, further analysis showed that the variance has a dependency on R such as V ∼ R−(d−2)/(3d), where
R is the ratio of the monomer diﬀusion rate to the deposition rate. Therefore, V is negligible compared to 1
for suﬃciently large R. On the other hand, in the spatial dimension d = 2 the dependence of the variance is
V ∼ (lnR)−1. It shows a weak dependency compared to the dependency in d ≥ 3.
From the above results, the R dependence on the variance V, which had not been discussed in the previous
researches, was obtained as R→ ∞ in d ≥ 2.
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膜においてこの比は 106 < R˜ < 109 という非常に大きな
値になる。
RE に含まれる σs (s = 1, 2, 3, · · · ) は捕獲数と呼ばれ
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*1 Rate Equations
2および R のベキ乗則を説明した分子運動論による σs
[1, 2, 3]に続いて、Balesと Chrzanは局所モノマー密度
の準静的拡散方程式に基づいて σs に関する自己無撞着
な表式を得た。この表式において、島の大きさ rs を通
してのみサイズ sに関する依存性を持つ。この σs を用































調べた。基板次元については d = 3、4にまで拡張し、実
際の島成長を理想化した点状島成長について KMCを行
なった。点状島成長では、サイズ s の島の大きさ rs が
サイズに依存せず、原子の大きさ程度の調整パラメータ
r0 を用いて、rs = r0 になる。r0 は KMC によって得ら
れる格子点における島の占有率 N とモノマーの占有率
N1 に RE の解 N˜ と N˜1 がフィットするように調整され
る*2。また、KMCと REのサイズ分布を比較した結果、
*2 次元解析より、KMC で用いられる格子間隔 a を用いて RE に
よって得られる島密度 N˜ と KMCによって得られる島の格子占
有率 N の間には N = adN˜ の関係がある。同様にしてモノマー
REによって説明できる最小の基板次元である臨界次元
dc = 4であることを見いだした。更に KMCの結果から
局所捕獲数を評価し、d = dc において自己無撞着な表式
にほぼ一致することを示した。
以上のように、基板次元 d < 4において島のサイズ s
に依存する捕獲数 σs や捕獲領域に関係する局所捕獲数
は、空間・時間相関が重要であることが示されている。
その一方で、平均捕獲数 σav := (
∑
s=2 σsNs)/N では事情
が違っており、d ≥ 2において、Balesと Chrzanによっ
て得られた σs に含まれる 島の大きさ rs をその平均で
置き換えることで σav が得られることが知られている。
特に rs が s に依らない点状島成長では、核生成に関す
る捕獲数 σ1 と島によるモノマー捕獲に関する σav は等
しくなり、σ1 = σav =: σ になる。結局、 RE とは独立
に、N と N1 のみに関する連立常微分方程式
dN1
dθ




から N と N1 を求めることができる。なお R ≫ 1 を含
む他の項に比べて、点状島成長において κs ≈ 1である項
を無視した。この連立方程式から得た N と N1 は KMC
の結果と非常に良く一致する [6, 9, 10]。このことは、空
間相関に関連している捕獲領域の揺らぎが小さいことを
示唆している。
基板次元 d ≥ 3の点状島成長の場合について、著者は
捕獲数 σの一般表式、
















つ捕獲長 lと aの関係は、l ≫ aである必要がある。先
ほど述べたように r0 も a と同様に原子スケールの大き
さを持っているので、r0 ≪ lである。結局、r0/l ≪ 1な
ので、σ に関する表式について r0/l → 0 における以下
の漸近解が得られる。







1, (d = 3)
(r0/l) ln(l/r0), (d = 4)
(r0/l)
d−4 . (d ≥ 5)
(6)
についても N1 = adN˜1 が得られる [11]。また、RE (1) と (2)
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3ここで、r0/l→ 0の時の主要項 σ∗d := (d − 2)Ωdrd−20 は、
島の大きさ r0 と基板次元 d のみに依存し、R と θ には




























拡散流 j⃗D := −D∇dn1 が生じ、島によって捕獲される。
ここで ∇d は d 次元ナブラ演算子である。又、モノマー
は蒸着速度 J で供給される。したがって、時刻 tで位置








∇d · j⃗D + Knuc = J (8)
になる。単位時間に島が捕獲するモノマー数 Φ0 との




j⃗D · dS⃗ +
∫
v−cz
Knuc dv = Jv−cz (9)
になる。ここで左辺第一項の積分ではガウスの定理を
用い、体積積分を面積分に変換した。またこの項は副
領域 v−cz の境界 ∂v−cz を通過して副領域 v−cz から出てい
くモノマー数を表わしている。この副領域の境界は島
の周囲 ∂v0 と 捕獲領域の境界 ∂vcz の二つあるため、∫
∂v−cz
j⃗D · dS⃗ =
∫
∂v0
j⃗D · dS⃗ +
∫
∂vcz





j⃗D · dS⃗ =
∫
∂v0









































−D∆dn1 = J (11)
を取り扱うことにする。ここで ∆d := ∇2d であり、d 次
元ラプラシアンである。
2.1 定常拡散方程式による解析
前項では、N ≫ N1 である捕獲期間のみに成膜時間を
限定することで、モノマーの局所密度に関する定常拡散
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4方程式 (11)を得た。基板次元 dにおける捕獲領域 vcz で
囲まれた点状島成長に関して具体的な n1 を得るために、
更に下記の仮定を行う。
1. 基板次元 d のとき、点状島は半径 r0 の d 次元球で
あり、モノマーのトラップとして働く。
2. 島の周囲に存在するモノマー局所密度は島を中心に
した d 次元球対称で分布し、島を原点とする動径 r
を用いて、n1(r) で表わせる。トラップである島表
面ではモノマー密度が零になる。


















n1,d(r = r0) = 0, (13)
dn1,d
dr
(r = rcz) = 0. (14)
を得る。
この境界値問題を解くことで得られた n1(r)を用いる








Qd = N1/N (16)















, (d  2)
− r2−r202 + r2cz ln rr0 , (d = 2)
(17)
である。右辺第一項は、モノマーの供給 J に由来する非
同次項であり、第二項は J = 0の解に由来する同次方程























しばらく、d ≥ 3 の場合だけを考えることにしよう。
r0 は原子の大きさ程度の量であり、拡散方程式に現れる
微分の微小変位 dr 程度の小さい量である。したがって
有限である捕獲半径 rcz や動径 r との関係は rcz ≫ r0、
r ≫ r0 であり、u0 := r0/rcz ≪ 1、u := r/rcz ≫ u0 で















d(d − 2)R (20)
のように r2−d0 で発散する項が主要項になる。従って局












ここで半径 rcz の d 次元球体積 vcz = Ωdrdcz/d を用いた。
捕獲領域 vcz 内にあるモノマー数 Qd は vcz の二乗に比
例し、Rに反比例することが解った。
この節の最後に、一次元薄膜初期成長の際に筆者が用
いた議論 [14] と同様な方法で、捕獲期間である θ の範
囲を見積もってみよう。文献 [11]から、d ≥ 3において
捕獲期間における島密度とモノマー密度は、それぞれ、
N ≈ (Rσ∗d)−1/2T 1/3 と N1 ≈ (Rσ∗d)−1/2T−1/3 である。ここ





を T2 とすると、捕獲期間は T1 ≪ T ≪ T2 で表すこと
ができる。条件から T1 は N(T1) ≈ N1(T1) を満すので、
T1 ≈ 1 になる。T2 については N(T2) = 1 であり、こ
れを解いて T2 = (Rσ∗d)
3/2 を得る。したがって、捕獲期
間は
1 ≪ T ≪ (Rσ∗d)3/2
になる。これを θについて解くと、
(Rσ∗d)
−1/2 ≪ θ ≪ Rσ∗d (22)
が得られる。結局、R → ∞ の極限において捕獲期間に
おける θの範囲は
0 < θ < ∞ (23)
















2v2cz = 1 (25)
が得られる。捕獲領域の平均値からの外れの指標であ
る分散 (∆vcz)2 := v2cz − (vcz)2 を用いると、v2cz = (vcz)2 +
(∆vcz)2 になる。更に、捕獲期間における断熱近似 [15]
から 1 − RσavN1N ≃ 0であり、N = 1/vcz を用いると、












以上で求めた点状島成長の平均捕獲数 σav が KMC
における結果を良く説明する σ∗d と一致するためには、
V ≪ 1でなければならない。これは、d ≥ 3においてス
ケールした捕獲領域の分散が小さいことを表している。
2.3 捕獲領域の分散
前項で点状島成長において基板次元 d ≥ 3 のとき、
KMC を再現するような捕獲数 σav ≃ σ∗d を得るために
は、スケールした捕獲領域の分散が V ≪ 1になること
を示した。そこで、V の 拡散蒸着比 R → ∞ における
極限を調べてみよう。もし、V → 0 (R → ∞)なら、エ
ピタキシャル成長の際に用いる 106 ≤ R ≤ 109 という非
常に大きな拡散蒸着比において、V ≪ 1 が正当化され
るであろう。














1, (d = 3)
(r0/l) ln(l/r0), (d = 4)
(r0/l)
d−4 , (d ≥ 5)
(27)
を得る。ところがこの式から V を求めると、V ≤ 0に
なる。これは右辺がいつも σ∗d より大きいためである。
そこで、u0 → 0 の極限で無視した項を取り入れること






u2 − u202 + u−(d−2)d − 2
 (28)





































なる。rcz = (dvcz/Ωd)1/d を用いて、
∆Qd ≃ − d
1+2/d





























vcz = vcz(1 + ∆vcz/vcz) であり、
v1+2/dcz
vcz1+2/d
















捕獲期間では N ≈ (Rσ∗d)−1/3θ1/3 であるため、θ を固定
して R → ∞ としたときに N1−2/d ∼ R−(d−2)/(3d) であ
り、この極限で小さい量になる。V ≪ 1 を仮定して
いるのでこれも小さい量である。また、σav の補正項






+V = 1 +Cdσ∗dN1−2/d
従って、
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+V = 1 +Cdσ∗dN1−2/d
従って、









d−2 , (d = 3)
(r0/l)2
d−2 ln(l/r0), (d = 4)
(r0/l)2
(d−2)(d−4) , (d ≥ 5)
(35)
である。





















R−1/6, (d = 3)
R−1/3 lnR, (d = 4)
R−1/3, (d ≥ 5)
(37)
となる。




となって、R→ ∞に伴ってV → 0になる。
他方、r0/lの累乗を含むVの補正項 Πd は、d = 4を
境にして底 Rのベキ指数が異なっている。
3 基板次元 d = 2における平均捕獲数と捕獲
領域の分散
この節では基板次元 d = 2における平均捕獲数につい
て議論する。
基板次元 d = 2 において捕獲領域内のモノマー数 Q2
















V2cz lnVcz + V2cz ln 1
pir20N
 = 1. (40)
ここで、Vcz := vcz/vcz である。次に、Vcz の関数につい
ての平均を求めるために、∆Vcz := Vcz − 1とし、lnVcz =




3V2 + (1 +V) ln 1pir20N
 = 1. (41)
















さて、関係式 (41)を分散 V に関する方程式と捉え、
σav について式 (43)を代入すると、32 + ln 1pir20N

















V の R 依存性を得るために、1/(r20N) = (R1/2/r20) ·
1/(R1/2N) のように分け、g0 := 1/ ln(R1/2/r20) と定義す
る。R→ ∞の極限で、g0 → 0であることを用いると、
V =
g0 ln piσav










用いた [11]。g0 → 0 で g0 ln 14g0 = −g0 ln 4g0 → 0 であ
るので、R→ ∞の極限で、V → 0になる。106 < R < 109
において 0.15 > g0 > 0.095であるので、g0 は 10−1 程度
の量である。この結果として、V > 0で分散の性質と矛
盾しない。また、この範囲で − ln(4g0) ≈ 1であるので、





[11]において得られた平均捕獲数の表式 (6)が r0/l→ 0
で収束する 基板次元 d ≥ 3 の場合について、l を陽に
用いない定常拡散方程式解析を捕獲領域 vcz 内部で行っ
た。この結果、d ≥ 3における点状島初期成長の平均捕
獲数 σav に関する表式 σav = (d − 2)Ωdrd−20 /(1 +V) を
見い出した。この表式はスケールした捕獲領域の分散
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7V を含み、V が無視できる時のみに KMC を説明する
平均捕獲数 σ∗d = (d − 2)Ωdrd−20 と一致する。更に解析を
進めると、拡散蒸着比 R → ∞の極限でV ∼ R−(d−2)/(3d)
であり、1/3 より小さい指数のベキに反比例して減少
することが解った。一方、同様な解析から、d = 2では
V ∼ (lnR)−1 であり、d ≥ 3に比較して弱い R依存性を
示す。
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